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                                                           Andrzej   Majewski 

                      Rozważania o prawdopodobieństwie.        

                                         (Dwie monety i wilk) 

      Rachunek  prawdopodobieństwa jest  dziedziną  trudną,  nic  też  dziwnego, że  wielu  ma            

   z nim kłopoty. Czasami trudno zweryfikować otrzymany wynik, a  jeżeli widać nawet,że  jest  

   on zły,  trudno doszukać się błędu w rozumowaniu. Pominę tu sprawę istniejących paradok-  

   sów.            

      Do opublikowania  tego tekstu,  natchnął   mnie eksperyment ze  spreperowanymi kartami  

   zademonstrowany przez  pana dr Edwarda  Stachowskiego  podczas  warsztatów na  temat  

   nauki kombinatoryki i prawdopodobieństwa w nowym liceum. Szczegółów tego eksperymen- 

   tu nie zdradzę, ale wyjawię, że odpowiedzi udzielane przez uczestników warsztatów  uzmys-

   łowiły  mi fakt, że w jego zrozumieniu mogą  pomóc przeprowadzone  przeze mnie przemyś- 

   lenia dotyczące znanego wszystkim  doświadczenia, polegającego na  rzucie dwiema syme- 

   trycznymi  monetami - trochę zmodyfikowanego, których  pewne elementy przedstawię poni-

   żej. Dla nadania doświadczeniu aspektów bardziej ludzkich umieszczę  je  w  sytuacji znanej

   z dowcipów o studentach.

    Egzaminujacy z rachunku  prawdopodobieństwa profesor postanowił  przerwać  męki  

    niedouczonych studentów  i zaproponował im układ:

     - Panowie,  rzucimy  dwie monety. Wypadną  dwa  orły, to  macie  dostateczny.W po-

       zostałych przypadkach spotykamy się w  sesji  poprawkowej.  Szanse  macie  małe, 

       ale lepsze to niż  nic.  

    Studenci zaakceptowali pomysł. Profesor rzucił dwie monety. Na  jednej wypadł orzeł,   

    ale druga potoczyła się pod szafę.

    - Panowie, nie będziemy się "poniżać" i zaglądać pod szafę. Propnuję takie rozstrzyg- 

      nięcie. Który z panów  poda właściwe  prawdopodobieństwo zdarzenia, że na  mone-  

      cie znajdującej się pod  szafą  wypadł orzeł i krótko wynik uzasadni - egzamin zdał.

     Studenci przedstawili swoje odpowiedzi.

  Student A:

        -Profesorze, sprawa jest prosta.Mamy dwa równoprawdopodobne zdarzenia, orzeł i resz- 

         ka.  Prawdopodobieństwo wynosi ½.

  Student B:

         -Sprawa nie jest tak prosta. Trzeba zastosować tu wzór na  prawdopodobieństwo  warun- 

          kowe. To jest pytanie o prawdopodobieństwo tego,że na drugiej monecie  jest orzeł, gdy

          wiadomo,że na pierwszej już orzeł jest. Prawdopodobieństwo iloczynu tych zdarzeń  wy-

          nosi ¼, a wypadnięcie orła na monecie pierwszej ½. Stąd szukane prawdopodobienstwo 

          jest równe:  ¼:½ =½ .

  Student C:

        -Nie bardzo mogę  się zgodzić, przecież nie wiemy, którą monetę widzimy.  Prawdopodo-

         bieństwo, że  jest  to  moneta  pierwsza  wynosi ½  i na to, że wtedy na drugiej  jest orzeł 

         też jest ½,Zatem mamy ½·½=¼.Sytuacja jest  symetryczna,stąd ¼ +¼=½. Jednak!

  Student D:

        -Koledzy,jesteście w błędzie. Wystarczy  trochę zdrowego rozsądku i  klasyczna definicja  

         prawdopodobieństwa. Obserwujemy, że zaszło jedno z   trzech jednakowo prawdopodo- 

         bnych  zdarzeń:(O,R),(R,O),(O,O), przy  czym  zawsze widzimy orła.Zatem prawdopodo-

         dobieństwo,  że mamy do czynienia ze zdarzeniem  (O,O) wynosi  ⅓.  

  Student E:

        -Koledzy, daliście się  nabrać. Pan  Profesor  wcale nie zmienił warunków. Nie ma nic do 

         rzeczy, gdzie  upadły  monety.  Przecież,  by na monecie  znajdującej się pod  szafą  wy-

         padł  orzeł, musiało  zajść zdarzenie (O,O). Stąd prawdopodobieństwo wynosi ¼.

      Zaproponowane  przez  studentów  spojrzenia  na postawiony   problem  nie  wyczerpują  

   sposobów jego poprawnych  i błędnych  rozwiązań. Znalezienie  ich  jak  i  ocenę  tego,  kto 

   przyjdzie  na egzamin  poprawkowy, a  kto  już  egzamin zdał  -  pozostawiam   Czytelnikowi.

   Wskazanie  prawidłowych rozwiązań   byłoby  niemobilizujące.  W  razie  wątpliwości, co  do  

   poprawności wyniku, polecam  weryfikację poprzez  badanie  częstości za pomocą symulacji   

   komputerowych lub rzucanie monet (jedną pod szafę)  i  zliczanie,  zliczanie, zliczanie,... 

      Powyższe doświadczenie przedstawiłem w celu uzmysłowienia, ile różnych spojrzeń może 

   być na  ten sam temat  i  jak trudno  czasem  bez dogłębnej wiedzy wybrać to właściwe oraz 

   także pod rozwagę tym, którzy wszystko od razu wiedzą,nie pamiętając o sławetnych "wiem,  

   że, nic nie  wiem" i "myślę, więc jestem". 

      Przykład  ten  nieraz  wykorzystywałem na  lekcjach   prawdopobobieństwa  w celu wskaza-

   nia uczniom, gdzie  oraz  w  jaki sposób można  popełniać  błędy  i jaka  wiedza  jest niezbęd- 

   na, by radzić sobie z takimi problemami.  

      Takie i inne zagadnienia spędzają sen z powiek niejednego ucznia.Można mu jednak życie

   umilić stawiając przed  nim  problemy  w  formie  jak najbardziej  zrozumiałej  i  zabawnej. Na 

   pomysł   takiego  podejścia  do  prawdopodobieństwa  całkowitego wpadłem przed  laty, przy

   lekturze survivalowego czasopisma. Znalazłem tam zadanie, którym   w  wersji zmodyfikowa-

   nej  rozpoczynam  naukę prawdopodobieństwa całkowitego.  Zadania , ze względu na  treści 

   drastyczne nie  polecam w klasach młodszych. A oto ono:

   " W lesie rozbiły obóz dwie grupy harcerzy: zieloni - dwie  dziewczynki  i  pięciu chłop-

    ców oraz  szarzy - cztery dziewczynki i trzech chłopców. Z polany w lesie wychodziły  

    trzy ścieżki; dwie  prowadziły do obozu harcerzy szarych,  a jedna do zielonych. Śpią- 

    cy na polanie wilk ocknął   się, poszedł losowo wybraną ścieżką i pożarł jedną osobę.

     a) Oblicz prawdopodobieństwo, że  wilk  zjadł  dziewczynkę.

     b) Wiadomo, że wilk zjadł dziewczynkę. Oblicz prawdopodobieństwo,  że  pochodziła    

    ona z obozu szarych."

      Powyższe zadanie daje rzeczywiste możliwości wizualizacji;  las, polana  z wilkiem, ścieżki,    

    dziewczynki i chłopcy.  Rysowanie tego na tablicy lub wykorzystanie  rzutnika  z przygotowa- 

    nym na folii rysunkiem jest tylko pozorną stratą czasu. Działanie takie daje pełne możliwości  

    uaktywniania  wyobraźni ,  stwarzania   przyjemnej  atmosfery oraz aktywizowania  uczniów,

    choćby poprzez zaangażowanie do wykonania rysunku. Wilk  też  nie jest taki straszny, zna- 

    my go przecież  z  bajki o  Czerwonym Kapturku.

        Nawet nie zauważymy, jak  na tablicy  wyrośnie drzewo losowe (stochastyczne, to nazwa   

    zbyt straszna dla ucznia). O ile to  przyjemniejsze  niż np. zadania  o  fabrykach   produkują-

    cych  wybrakowane towary, na  których  zgłębiałem  naukę  prawdopodobieństwa  w  latach    

    sześćdziesiątych  ubiegłego  wieku.  Oczywiście  podpunkt b) zadania rozwiązuję  później.

        Zadanie stwarza też liczne dodatkowe możliwości.  Ścieżki  miedzyprzedmiotowe wyde- 

    ptują się same.  Gorąco to zadanie polecam, przynajmniej, póki wilk się nie obrazi.               
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